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Successioni di funzioni reali

01 — Introduzione.

In questo capitolo applicheremo i concetti di successione e di serie alle funzioni numeriche reali.
Una successione di funzioni e unaapplicazioneda N (numeri naturali) a FA (funzioni
numerichereali sul dominio A).

L e successioni di funzioni sono di estrema importanza in quanto permettono, per esempio, di
approssimare una funzione qualungue (sviluppi in serie di Taylor, di Fourier).

Esempi di successioni di funzioni sono :
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Nel primo esempio le funzioni della successionesono x/1, x/2 , x/3, x/4 ecc. ecc.
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Nel secondo esempio, x*1 , x~2 , x~3, (dove ” indical’ elevamento a potenza) ecc. ecc.
Graficamente :
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Nel terzo esempio, x* (1-x)/1, x* (1-x)/2, x*(1-%x)/3 , x* (1-x)/4 ecc. ecc.
Graficamente :
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Consideriamo orail problema della convergenza di una successione di funzioni. Si hanno due
tipi di convergenza, la semplice e launiforme.

02 — Successioni di funzioni conver genti semplicemente.

Siadataunasuccessione fn di funzioni numerichereali definite sul dominio A . Si diceche
fn convergesemplicementesu A ad f per n tendenteal’infinito es scrive:
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La convergenza semplice di una successione di funzioni & una applicazione del concetto di
convergenzadi una successione di numeri reali. Si trattadi verificare chein ogni punto x
del dominio A lasuccessionedi numeri reali fn(x) convergaa f(x).

Lasuccessione di funzioni del primo esempio dell’ introduzione converge semplicemente
sututto R alafunzione y =0. Cio e ben intuibile osservando il grafico della successione
ed e facilmente verificabile applicando la definizione di convergenza semplice.

La successione del secondo esempio, invece, € un po’ piu complicata. Essa converge
semplicemente alla funzione discontinua definita come :

y=0 se x appartieneadl’intervallo [0, 1]
y=1 per x=1

Cio éevidenteperché x*n vae 1 se x=1 perognivaoredi n.Inoltre a cresceredi
n, come s vede bene dal grafico, le funzioni della successione si avvicinano sempre piu all’ asse
delle x per poi flettereverso il punto (1, 1).

Omettiamo la dimostrazione esatta di quanto affermato perché le considerazioni grafiche sono
esaurienti. Ci limitiamo al caso con n molto grande:
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Dal grafico si vede bene chefissatoun x edun € positivos determinaunvaloredi n tale
che x”n ecompreso nell’intervallo ]0-€ ,0+¢[ pertuttiivaloridi n maggiori di quel
valoredi n precedentemente determinato.
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Per x =1 lasuccessionedi funzioni fornisceil valore costante 1, per cui laconvergenzain
1 ad 1 ebanae.

La successione del terzo esempio converge evidentementea y =0.
03 — Successioni di funzioni conver genti uniformemente.

In tutti etre gli esempi si verificala convergenza semplice. Ad un piu attento esame si osserva
chei due primi esempi hanno un “modo” di convergeresu A diverso dal terzo esempio.

Nel terzo esempio il valore n incorrispondenzadi € oltreil qualei vaori delle funzioni
cadono dell’intervallo ] f(x) - € ,f(x)+¢€[ dipendesoloda & enonda x.

Si diceche fn convergeuniformementesu A ad f per n tendenteal’infinito se:
Yee R An(e) e Na|f,(x)— f(x)| <e¥xe 4, ¥ne Nn>n(s)

Confrontando le successioni del secondo e del terzo esempio, il concetto di convergenza
uniforme appare chiaro :
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Nel primo caso la successione non converge uniformementesu [0, 1] perché, fissatoun €
positivo minoredi 1, ogni funzione x"n incontralaretta y=0+¢ qualunquesiail valore
di n percui esistono semprevalori di x*n a di fuori dell’intervallo ]10-¢ ,0+¢[.

Nel secondo caso, invece, s halaconvergenzauniformesu [0, 1] inquanto, fissatoun €
positivo, si hanno tutti i valori delle funzioni compresi nell’intervallo J0-€ ,0+¢[ oltreun
certovaloredi n .

Nel primo caso, se s prendesse una restrizione della successione all’intervallo [0, a con
a<1 ,dloras avrebbe laconvergenza uniforme.

L a convergenza uniforme puo essere considerata dal punto di vista delle successioni di Cauchy
per cui valeil teorema (di cui ometteremo la dimostrazione) :
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condizione necessaria e sufficiente perché una successione di funzioni reali su A sia
uniformemente convergente é che

Wee BT 3u(si e W = Ifm (%) — 7, [;':]| < Vmne Nmunz=nls)Vxe d

Inoltre valgono i seguenti importanti teoremi (omettiamo le dimostrazioni) :

- nelle dovute ovvie condizioni, se una successione di funzioni reali € uniformemente
convergente, sl ha:
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- una successione uniformemente convergente di funzioni reali continue ha per limite una
funzione continua.

04 — Seriedi funzioni reali conver genti semplicemente ed unifor memente.

Sia fn unasuccessione di funzioni numerichereali di dominio A .Laseriedi funzioni :

ijx =H+h+. +F5
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e definitacome lasuccessione delle somme parziali f1, f1+f2 , f1+f2+f3 , ...
Quanto affermato per le successioni di funzione vale anche per le serie di funzioni.

Una serie di funzioni e conver gente semplicemente se la successione di somme parziali
]
Z Jrix)
k=1
converge per ogni X appartenente a dominio A . Cio equivale ad affermare che la serie

A

Heml

converge per ogni X appartenentead A .

Unaserie di funzioni e conver gente uniformemente se la successione di somme parziali
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converge uniformementesu A .

Il valore che assume laserieper undato x s chiamasomma della serie. Lasommadella
serie e ovviamente unafunzionedi Xx.

Per la convergenza uniforme di una serie vale I'importante teorema (di cui omettiamo la
dimostrazione) :

condizione necessaria e sufficiente perché una serie di funzioni numeriche reali definite
sul dominio A siauniformemente convergente é che
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05 — Seriedi funzioni reali totalmente conver genti.

Laseriedi funzioni reali >fn sul dominio A etotalmente convergente se:

sup|fn| <+o0, Wae N
4

ed e convergente la serie:
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Questo tipo di convergenza € molto importante perché riduce una serie di funzioni ad una
seriedi numeri (i sup perogni n dellefunzioni sul dominio A).

Per latotale convergenzavale il fondamentale teorema (di cui omettiamo la dimostrazione) :

se una serie di funzioni numeriche reali sul dominio A & totalmente convergente, alora
e anche uniformemente ed assolutamente (vedi il capitolo delle successioni e serie di
numeri reali) convergente.

Fine.
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